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1 球型細孔の連続体モデル
1.1 解析的導出
文献 [1]を参考に連続体中の球型空間に存在する分子が外部の連続体と相互作用することで生じるポテ

ンシャルエネルギーを解析的に導出する．このポテンシャルエネルギーは逆ミセル内部の水分子やイオ
ンが外側の疎水溶媒から受けるポテンシャルエネルギーをモデル化したエネルギーに相当する．図 1に
示したように，原点を中心とした半径R0の球の外側に連続体が分布している．球内部の点 P (系の対称
性より原点からの距離 zのみで表記できる) は外側の点 r′ = (r′, θ′,ϕ′) と Lennard-Jones (LJ) 相互作用
している．まず点 P (zez′)と連続体中の点 r′ の間に働くポテンシャルエネルギー φLJ(|zez′ − r′|)は

φLJ(|zez′ − r′|) = 4ε

{[
σ√

r′2 + z2 − 2r′z cos θ′

]12

−
[

σ√
r′2 + z2 − 2r′z cos θ′

]6
}

(1)

である．ただし |zez′ − r′| =
√

r′2 + z2 − 2r′z cos θ′ を利用した．すると r′ ≥ R0の全ての連続体との相
互作用に起因する点 Pが感じるポテンシャルエネルギー u(z; R0)は積分により，

u(z; R0) = ρ
∫

r′≥R0

dr′φLJ(|zez′ − r′|)

= ρ
∫ ∞

R0

dr′
∫ π

0
dθ′

∫ 2π

0
dϕr′2 sin θ′φLJ(|zez′ − r′|)

= 2πρ
∫ ∞

R0

dr′
∫ π

0
dθ′r′2 sin θ′φLJ(|zez′ − r′|)

= 8περ
∫ ∞

R0

dr′
∫ π

0
dθ′r′2 sin θ′

{[
σ√

r′2 + z2 − 2r′z cos θ′

]12

−
[

σ√
r′2 + z2 − 2r′z cos θ′

]6
}

(2)

で求められる．ただし ρは連続体の数密度である．ここで x = cos θ′ (dx = −dθ′ sin θ′)で変数変換すると

u(z; R0) = 8περ
∫ ∞

R0

dr′
∫ 1

−1
dxr′2

{[
σ√

r′2 + z2 − 2r′zx

]12

−
[

σ√
r′2 + z2 − 2r′zx

]6
}

(3)

となる．さらに z/R0 = z，r′/R0 = r′で変数変換すると，

u(z; R0) = 8περR3
0

∫ ∞

1
dr′

∫ 1

−1
dxr′

2








 σ

R0

√
r′

2 + z2 − 2r′
2
zx




12

−



 σ

R0

√
r′

2 + z2 − 2r′
2
zx




6




(4)

となる．ここで，

F (z, n) ≡
∫ ∞

1
dr′

∫ 1

−1
dx

r′
2

(
r′

2 + z2 − 2r′
2
zx

)n (5)
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図 1: 原点を中心とした半径R0の球の外側に連続体が分布している．球内部の点 P (系の対称性より原
点からの距離 zのみで表記できる) と連続体中の微小体積 dr′が相互作用しているとみなして空間積分
し，点 P が感じる全ポテンシャルエネルギー u(z;R0)を解析的に導出する．

を定義すると，

u(z; R0) = 8περσ3

[(
σ

R0

)9

F (z, 6) −
(

σ

R0

)3

F (z, 3)
]

(6)

と表記できる．F (z, n) を展開すると，

F (z, n) =
∫ ∞

1
dr′ r′

2





(
r′

2 + z2 − 2r′zx
)−n+1

(−n + 1)(−2r′z)





x=1

x=−1

=
∫ ∞

1
dr′

r′
2

(−n + 1)(−2r′z)

[(
r′ − z

)−2(n−1)
−

(
r′ + z

)−2(n−1)
]

=
1

2z(n − 1)

∫ ∞

1
dr′ r′

[(
r′ − z

)−2(n−1)
−

(
r′ + z

)−2(n−1)
]

=
1

2z(n − 1)





(
r′ − z

)−2n+3 (
z − 2(n − 1)r′ + r′

)

(2n − 3)(2n − 4)

−

(
r′ + z

)−2n+3 (
−z − 2(n − 1)r′ + r′

)

(2n − 3)(2n − 4)





r′=∞

r′=1

=
− (1 − z)−2n+3 (z − 2n + 3) + (1 + z)−2n+3 (−z − 2n + 3)

2z(n − 1)(2n − 3)(2n − 4)

=

(
1 − z2

)−2n+3
[
− (1 + z)2n−3 (z − 2n + 3) + (1 − z)2n−3 (−z − 2n + 3)

]

2z(n − 1)(2n − 3)(2n − 4)
(7)

である．ただし積分公式
∫

x(x − a)ndx =
(x − a)n+1(a + nx + x)

(n + 1)(n + 2)
+ Const. (8)
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を利用した．n = 3と n = 6を具体的に計算すると

F (z, 3) =

(
1 − z2

)−3
[
− (1 + z)3 (z − 3) + (1 − z)3 (−z − 3)

]

2z · 2 · 3 · 2
=

2
3 (1 − z2)3 ,

(9)

F (z, 6) =

(
1 − z2

)−9
[
− (1 + z)9 (z − 9) + (1 − z)9 (−z − 9)

]

2z · 5 · 9 · 8

=
2

(
5 + 45z2 + 63z4 + 15z6

)

45 (1 − z2)9
(10)

となる．ただし，

(1 ± z)3 = 1 ± 3z + 3z2 ± z3, (11)

(1 ± z)9 = 1 ± 9z + 36z2 ± 84z3 + 126z4 ± 126z5 + 84z6 ± 36z7 + 9z8 ± z9 (12)

を利用した．最後に力の計算のために微分を計算すると，

dF (z, 3)
dz

=
dF (z, 3)

dz

dz

dz

=
dF (z, 3)

dz

1
R0

=
4z

(1 − z2)4
1

R0 ,
(13)

dF (z, 6)
dz

=
2
45

36z
(
5 + 27z2 + 27z4 + 5z6

)

(1 − z2)10
1

R0
(14)

となる．
以上をまとめると z = z/R0として (6),(9),(10) 式によりポテンシャルエネルギーが，(6),(13),(14) 式

により力が計算できる．

1.2 具体的なパラメータ
前節の (6) 式を変形すると，

u(z; R0) =
A

R9
0
F (z, 6) − B

R3
0
F (z, 3) (15)

となる．文献 [1]の (6) 式と比較すれば，

A = 8περσ12

= 18
√

3εwall
15
2

σ9
wall

= 18
√

3
(
8.314472 × 10−3 × 231.55 kJ/mol

) 15
2

(
2.5 Å

)9

= 1717251.62 kJ/mol Å9 (16)

B = 8περσ6

= 18
√

3εwallσ
3
wall

= 18
√

3
(
8.314472 × 10−3 × 231.55 kJ/mol

) (
2.5 Å

)3

= 937.848351 kJ/mol Å3 (17)
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図 2: u(z; R0)の概形と LJ 9 - 3 ポテンシャルの概形
l

である．σwallと εwallの値は文献 [1]の Table 1 を使用した．これらは連続体を炭化水素，球内の分子を
水もしくは Na イオンとしたときのパラメータに相当する．ところで文献 [1]では (16) 式と (17)式にお
いて，それぞれ一行目から二行目への式変形を行っているが，この変形の妥当性は現在検証中である．
最後にR0 = 10 Å, 100 Å, 1000 Å に対する u(z; R0)および広く使われている LJ 9 - 3 ポテンシャル

に水分子と炭素表面の相互作用パラメータを代入したもの (例えば文献 [2, 3]など) の概形を図 2にまと
めた．R0が十分に大きいときに本節で紹介したパラメータ Aと Bは水分子と炭素表面のパラメータを
使用した LJ 9 - 3 ポテンシャルと一致していることを確認した．
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